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Résum é
Dans cet article, nous présentons un algorithme de reconstruction d'objets en 3D à
partir de deux projections rayons X orthogonales . La reconstruction 3D est basée
sur celle d'une série de tranches parallèles . Ces tranches parallèles sont supposée s
binaires. Elles sont reconstruites à l'aide de leurs courbes de densité définies sur le s
radiographies rayons X . Cependant l'information disponible sur les radiographies
n'est pas complète . Nous proposons d'utiliser un modèle comme information à
priori pour reconstituer les courbes de densité et diminuer l'ambiguïté lors de l a
reconstruction des objets.
La reconstruction s'effectue en plusieurs étapes : le positionnement initial d u
modèle, la reconstitution des courbes de densité, la reconstruction des tranches d e
l'objet à partir des courbes de densité .
La reconstruction utilise un algorithme de flot maximum à coût minimum inspir é
de la théorie des graphes et un modèle de la surface à reconstruire . Pour cette
reconstruction nous proposons un nouvel algorithme de recherche du flot maximu m
à coût minimum, et comme modèle le squelette de la surface à reconstruire .
Les taux de conformités, obtenus entre la surface à reconstruire et la surfac e
reconstruite, sont supérieurs à 95% . Nous présentons les résultats obtenus pour
des formes types dans le cas de courbes de densité bruitées et non bruitées, e t
l'application de la méthode à la reconstruction d'éléments de la mâchoire .
Mots clés : Reconstruction 3D, théorie des graphes, méthode Heuristique .
Abstract
In this article we introduce a three dimensional reconstruction algorithm from tw o
mutually orthogonal X-ray projections . The three dimensional reconstruction i s
based on a series of parallel slices . These parallel slices are supposed binary.
They are reconstructed with the help of their definite density curves on X-
ray radiographies. However the available information on radiographies is no t
complete . We propose to use as a priori information a model to reconstruct curve s
ofdensity and to decrease the ambiguity during the reconstruction of the objects.
The reconstruction is processed through several steps : the initial positioning of the
model, the reconstitution of the density curves, the object's slices reconstructio n
from their density curves .
The reconstruction uses a maximum flow ofminimum cost algorithm derived from
the graphs theory and a model of the object's slices . For this reconstruction w e
propose a new algorithm for the research of the maximum flows with a minimum
cost, and as models the skeleton of the surface to reconstruct .
Rates ofconformability, obtained between the surface to reconstruct and the resul t
surface ofthe reconstruction, are greater than 95% . We present the results obtaine d
for elements of differents typical shapes in the case of unnoisy and noisy densit y
curves, and the application of the reconstruction process to the the jaw elements .
Key words : Three dimensional reconstruction, Graph, Heuristic methods .
1. Introduction
Le travail est lié à l'étude morphologique de la croissance de
la mâchoire chez l'enfant . Cette étude est menée dans les deux
dimensions de l'espace par les odontologues à partir de radiogra-
phies X prises sous plusieurs incidences (Figure 1) .
Actuellement, la croissance est quantifiée à partir d'une radio -
graphie sélectionnée à partir de trois radios, suivant la pièc e
anatomique à étudier. Nous proposons un outil d'étude de la crois-
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X
Figure 1 . — Les conditions d'acquisition des radiographies .
sance dans les trois dimensions de l'espace basé sur le recadrage
des radiographies X prises sous trois incidences différentes et or-
thogonales . Cet outil permet au praticien de quantifier l'évolutio n
de la forme, de la position et de l'inclinaison des pièces osseuse s
dans les trois dimensions de l'espace . Les pièces osseuses son t
repérées, sur deux vues parmi les trois, par rapport à des point s
anatomiques fixes au cours de la croissance (le compas ptérygo-
clivien) . Cependant, l'analyse qualitative de la déformation de s
organes et de leur évolution les uns par rapport aux autres rest e
encore difficile pour le médecin qui ne dispose alors que de pro-
jections du volume étudié .
Pour pallier ce problème, nous proposons une méthode de recon-
struction tridimensionnelle des éléments de la face à partir de deu x
radiographies orthogonales . Nous présentons dans cet article l a
mise en oeuvre d'une reconstruction à partir de deux vues ortho-
gonalisées parmi les trois, basée sur la déformation d'un modèl e
par une technique inspirée de la théorie des graphes .
2. Position du problème
Nous disposons de radiographies rayons X de la tête du patient
prises sous incidences orthogonales (Figure 1) . Une distance de
5 m est maintenue entre la tête du patient et la source rayons X . Ell e
permet d'obtenir des images en grandeur réelle sans déformation .
Pour la reconstruction des éléments de la face, nous utilisons deu x
contours du volume A reconstruire segmentés manuellement par l e
praticien sur deux vues parmi les trois. La reconstruction d'objet s
en 3D à partir de leurs projections passe par la connaissance des
profils de densité . Dans notre cas, pour les radiographies X, le s
objets sont tels que l'information densité n'est plus disponible, soi t
parce que le rayonnement X est fortement atténué par la teneu r
en calcaire des dents, soit parce que les objets se superposent. Le
principe de la reconstruction consiste à obtenir un objet ayant le
même contour que l'objet réel et les mêmes formes de profils de
densité que celles d'un objet modèle . La démarche est similaire à
celle du prothésiste qui scelle une dent de forme standard sur une
prothèse (profils de densité du modèle) , mais de taille adaptée à
la cavité buccale du patient (objet réel) ou de valeur analogue à
celle des dents naturelles .
La reconstruction d'un objet par la méthode du flot maximu m
à coût minimum utilise les courbes de densité définies sur l a
vue de face et la vue de coté . Ces courbes de densité vont servir
pour la reconstruction et pour le positionnement initial du modèl e
(utilisation des centres de gravité définis sur chaque tranche d u
modèle et sur les courbes de densité de l'objet réel) . Pour relier
le problème pratique qui fournit les données au concept de l a
méthode de reconstruction, nous faisons une brève description de s
techniques utilisées pour conditionner ces données . En pratique
on dispose uniquement des contours des projections. Pour obtenir
des courbes de densité exploitables sur la vue de face et la vu e
de coté, lors de la reconstruction, nous les reconstituons à parti r
du modèle . Cependant la reconstitution des courbes de densité
nécessite au préalable le positionnement initial du modèle par
rapport aux contours des projections .
Les différentes étapes de la reconstruction qui conduisent à la
représentation 3D sont : le positionnement initial du modèle
support de la reconstruction, la reconstruction 3D par déformatio n
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3. Positionnement initial du modèle
et extrapolation des courbes de densité
Dans notre cas, les données de départ sont constituées d'un obje t
modèle et des contours des deux projections de l'objet réel à
reconstruire . Le problème peut être simplifié par une réductio n
de la dimension de l'objet à reconstruire . En effet, celui-ci peu t
être découpé en tranches parallèles . Chacune des tranches ser a
reconstruite à partir des deux profils de densité reconstitués à
partir de l'objet modèle . La reconstruction tridimensionnelle es t
alors réduite à une suite de reconstructions bidimensionnelles .
Figure 2 . – Données initiales.
Le modèle fournit pour chaque coupe deux profils de densité ,
et l'idée est de modeler pour une coupe donnée ces profils d e
densité afin qu'ils coïncident avec les contours de l'objet rée l
de la coupe correspondante. Nous avons appelé cette méthode :
méthode d'extrapolation . Cependant, l'extrapolation des courbes
de densité du modèle vers l'objet réel nécessite au préalable d e
positionner le modèle par rapport aux contours de l'objet rée l
définis sur les radiographies .
3.1 . POSITIONNEMENT INITIAL DU MODÈLE
Pour la reconstruction, on dispose de l'ensemble des points d u
modèle (sous forme de coupes) et des contours de l'objet réel à
reconstruire définis respectivement sur la vue de face et sur la
Projections binares de la dent réelle .
Coupes de la dent modéle
z
vue de coté . Le positionnement initial se résume en une mise à
l'échelle et en un positionnement du modèle par rapport à l'obje t
réel . Cette transformation s'effectue en plusieurs étapes .
Après pré-positionnement de l'objet modèle par l'utilisateur, o n
recherche les axes tridimensionnels du modèle et de l'objet réel .
Les projections de l'objet modèle et de l'objet réel sont découpée s
suivant leur plus grand axe . Pour chaque découpe on définit l e
point milieu. L'ensemble des points milieu définit un nuage de
points sur lequel on ajuste une droite par régression linéaire .
Les droites obtenues pour l'objet réel et pour l'objet modèle sont
les projections de leurs axes tridimensionnels . On superpose le s
axes tridimensionnels, puis on met l'objet modèle et l'objet rée l
à la même échelle .
Soit fx (x i , zk) et fy(yj , z k ) les projections binaires de la den t
réelle provenant des radiographies prises de face et de côté . T
est l'ensemble des valeurs de i E {1, . . . , n} et J l'ensemble
des valeurs de j E {1, . . . , m} et K l'ensemble des valeurs d e
k E {1, . . .,p} .
F(xi , yj , z t ) représente les coupes de la dent modèle, les valeur s
de t E T sont un sous ensemble de K . Les trois fonctions
précédentes : fx (x j , zk ), fy ( yj , zk ) et F(xi , yj , z t ) sont de s
fonctions binaires qui prennent la valeur 1 ou 0 suivant que l'o n
se trouve à l'intérieur ou à l'extérieur de l'objet (figure 2) .
On définit xminp = min(xi ) et xmaxp = max(x i) tel que
fx (x i , zk ) = 1 pour tout i E I et k E K. Il en est de même
pour yminp ymax p min p zmax p
On définit xminm = min(xi) et xmaxm = max(x i ) tel que
F(x iJ yj , zt ) = 1 pour tout i E I, j E J et t E T. Il en es t
de même pour y min m y max m zmin m y max m
On effectue la mise à l'échelle du modèle avec la dent réelle à
partir du calcul des facteurs d'échelles Sx, Sy, Sz suivant le s
trois directions de l'espace :
zmax m zmin rn
	
ymax m ymin m
Sx = zmax p _ zmin p ' Sy ymax p _ ymin p
y maxm _ zmin m
Sz =
zmax p _ zmin p
	
( 1 )
Cependant, il reste à déterminer l'orientation du modèle autou r
de son axe tridimensionnel par rapport aux contours de l'objet
réel . On recherche pour cela la valeur minimale du facteur d e
vraisemblance (Figure 3) noté cliff.
Pour chaque coupe de coordonnées zt , t E T, on détermine :
= min(xi ) et xmaxp = max(xz) telles que fx(xi, z t ) = 1
pour tout i E I . Il en est de même pour yminp yé
ax p calculées à
partir de fy ( yj , zt ) .
xminm
= min(x i) et xtaxm = max(xi) telles que
F(xi , yj , z t ) = 1 pour tout i E I, j E J. Il en est de mêm e
pour le calcul de ymin m et ymax m
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La procédure de recherche de la valeur minimale de diff pour des
angles de rotation du modèle autour de son axe tridimensionne l
compris entre 0 et 90°, est la suivante :
1)Rotation de l'objet modèle .
2) Recherche de son axe tridimensionnel et superposition ave c
l'axe de l'objet réel .
3) Calcul du facteur de vraisemblance .
4) retour en 1)
Coupes de la dent modèl e
max m
Figure 3 . — Recherche de l'orientation du modèle .
Toutes les étapes de positionnement du modèle sont effectuées au
-
tomatiquement à partir d'un pré-positionnement par l'utilisateur .
Cependant on remarque que le recadrage sera d'autant meilleu r
que la ressemblance entre les contours de la projection de l'obje t
modèle et ceux de l'objet réel sera plus importante .
3 .2 . EXTRAPOLATION DES COURBES
DE DENSIT É
Soit une dent connue que l'on appelle modèle . On effectue une
découpe de ce modèle en un ensemble de tranches parallèles .
Chacune des coupes du modèle fournit deux profils de densité .
Soit fx (x i , zt ) et fÿ (yj , zt ) les courbes de densité sur la vue de
face et la vue de côté associées à chaque coupe du modèle . On a :
fx(x i , zt )
m
F(xi,yj ,zt ) pourtout i E I (3 )
j= 1
fÿ (yj , zt ) F(x i ,
	
zt ) pour tout j E J (4)
Pour reconstruire la dent réelle, il est nécessaire de disposer de s
courbes de densité sur la vue de face et la vue de côté des coupes à
reconstruire . Ces courbes de densité ne peuvent pas être extraites
des radiographies . Nous allons les reconstruire à partir des courbes
de densité de la dent modèle . Cette opération dite extrapolatio n
des courbes de densité est réalisée par une interpolation ou une
décimation des courbes de densité ff(x i , z t ) et fy(yj , zt ) d u
modèle vers les courbes de densité fx(xi,zt) et fy ( yj ,zt ) de
la dent réelle (Figure 4) .
On suppose en première approximation que la densité de proba-
bilité de ressemblance, entre la forme du modèle et celle de l'obje t
réel, décroît depuis le barycentre vers l'extrémité . Pour cette rai-
son, on choisit les échantillons à enlever ou à ajouter en les répar
-
tissant symétriquement sur l'ensemble des valeurs comprises en-
tre x min p xt ax p et yt in p y`naxp en partant des extrémités e t
en allant vers le centre . On peut envisager aussi d'autres lois, par
exemple on peut supposer une loi linéaire croissante des bord s
vers le centre, ou une loi gaussienne centrée sur le barycentre . On
pondère alors le pas entre les raies à enlever ou à ajouter propor-
tionnellement à cette loi de probabilité .
L'opération d'extrapolation comporte deux étapes . L'étape de
modification du nombre d'échantillons et l'étape de modificatio n
de l'amplitude de ces échantillons . En effet, lorsque l'on modifie l e
nombre de raies de la courbe de densité en largeur (augmentation
ou réduction du nombre d'échantillons), la modification sur
l'amplitude ne suit pas forcément la même loi . Il faut don c
aussi réajuster l'amplitude des raies pour garder une certain e
homogénéité entre la largeur et la hauteur . Nous avons donc défini
un facteur multiplicatif correctif M . Ce facteur va, de la mêm e
manière, augmenter ou réduire l' amplitude des raies en s'appuyant
toujours sur le modèle .
















par Mx =	 —	
xtminp — xtmax p
3.3 . CONSIDÉRATION SUR LE BRUIT
Jusqu'à présent, nous n'avons pas tenu compte de la présence
du bruit . Généralement le bruit sur les radiographies est dû, e n
majorité, au faible contraste entre les différents objets et à leu r
superposition, à la qualité de la numérisation, aux erreurs de
quantification, à la segmentation etc . . Toutes ces erreurs vont
se répercuter dans la phase de segmentation, qui est encore à
l'heure actuelle manuelle, et les contours seront détectés avec un e
erreur E . Cette erreur permet d'encadrer le contour réel par deu x
sous contours distants de e (Figure 5) .
On peut alors associer à cet encadrement une infinité de con -
tours, obtenus lors de la phase de segmentation manuelle, qu i
vont donner une infinité de courbes de densité possibles . De la
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Figure 5 . – Contour réel.
erreurs sur les courbes de densité résultantes (erreurs dues à l'a-
jout ou à la substitution de raies, à la modification de l'amplitud e
des raies par le facteur M) . Ces courbes de densité peuvent don c
être considérées comme une solution possible parmi l'ensemble
des solutions qui correspondent aux contours appartenant à l'in-
tervalle [C — e/2, C + e/2] . Comme pour l'ensemble des travau x
effectués dans ce domaine [CHAN 71] [CHAN 73] [ONNA 76 ]
[SLUM 82] [DBAI 86] [YANG 89] on suppose que le bruit ren-
contré est un bruit de type poissonnien . On peut alors considérer
que chaque point des deux profils de densité obtenus est encadré
par une limite inférieure et une limite supérieure . On peut délimi -
Figure 6 . – Encadrement du profil de densité en x .
ter chaque profil de densité reconstruit par deux courbes (Figure 6 )
d'amplitudes A + ~A et A —
Les courbes de densité extrapolées conviendront à la reconstruc-
tion si elles sont comprises dans l'intervalle défini par la limite
inférieure et la limite supérieure . Pour cette reconstruction le con-
tour réel est inconnu, donc on ne connaît pas l'excursion maximal e
et minimale des courbes de densité réelles . Mais nous avons utilis é
un autre critère pour valider les profils de densité extrapolés . En
effet, pour que la reconstruction soit possible, il faut qu'il existe
entre les deux courbes de densité extrapolées suivant x et suivan t
y une différence de surface relative inférieure à 20% . Lorsque le s
deux courbes de densité ont des surfaces égales, on dit qu'elle s
sont compatibles . Nous avons choisi une méthode qui permet de
reconstruire des profils de densité bruités (non compatibles) .
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4. Reconstruction
4 .1 . INTRODUCTION
En général pour avoir une bonne reconstruction, il faut disposer
d'un grand nombre de projections . Les algorithmes sont alors trè s
complexes et les coûts de calculs très importants . Il est montré
[HITC] que si l'on s'intéresse aux objets sous leur aspect binaire ,
le problème de la reconstruction peut alors être simplifié et seule s
quelques projections orthogonales sont suffisantes pour obteni r




a 1 0 0 0 1 1 0 0 0 - 1
a2 0 0 1 1 1 1 0 0 2
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 0 0
0 1 1 1 1 0 0 0
am 0 1 1 1 0 0 0 0_ m
1 2 n
Figure 7. — Représentation sous forme matricielle.
Considérons un objet découpé en tranches parallèles . La section
Szt est décrite par une fonction F (x i , y j , zt ) . Cette fonction pren d
la valeur 1 ou 0 selon que le point de coordonnées (x i , yj ) se trouve
ou non à l'intérieur de l'objet . La projection de F(xi , y j , zt ) selon
l'axe Ox s'écrit f x(x i , z t ) et la projection selon l'axe Oy s'écrit
f y(y
.t , zt ) . Considérons une matrice X de type M*N (Figure 7)
composée des éléments x(i, j) appartenant à {0, 11 . La somme
des éléments de la ligne i et de la colonne j de X est représentée
respectivement par a i etb j . Les relations entre les éléments x(i, j )




i =1, . . ., m
m
L'ensemble des éléments ai définis sur l'ensemble des lignes (bj
sur l'ensemble des colonnes) de la matrice X (m, n) représente le
profil de densité f x(x i , zt ) (le profil de densité f y(yj , zt )) .
Dans notre cas, les données dont nous disposons sont les deu x
seules projections f x(xi , z t ), f y(yj , zt ) . On désire estimer de
façon unique la fonction F(xi , yj , zt ) . Du point de vue matriciel
le problème de la reconstruction consiste à estimer les éléments
x(i, j) de X à partir des équations (5) et (6).
On peut montrer que les équations (5) et (6) ne sont pas suffisante s
pour résoudre le problème de l'ambiguïté sur la solution [YAN G
89] . En effet, il est montré dans les ouvrages de mathématique
combinatoire que m, + n équations pour m* n inconnues binaire s
ne sont pas toujours suffisantes .
Il peut y avoir une solution, plusieurs solutions ou aucune pou r
X satisfaisant les deux projections . C'est pourquoi, différents au-
teurs ont introduit certaines hypothèses pour réduire l'ambiguït é
apportée par le modèle binaire . Suivant le type d'hypothèse utilisé ,
les méthodes de reconstruction sont divisées en deux classes .
1)Les méthodes de reconstruction directes utilisant les hypothèse s
sur la forme de la section elle-même [CHAN 73] [DBAI 86]
[YANG 89] [PELL 90] .
2) Les méthodes de reconstruction indirectes faisant appel au x
informations supposées connues a priori ou aux modèles prédéter-
minés en considérant les bases physiologiques [ONNA 76 ]
[SLUM 82] [YANG 89] [TALE 92] .
Dans notre cas les hypothèses de départ sont :
– Nous possédons des courbes de densité bruitées .
– Il n'y a pas de symérie particulière de l'objet à reconstruire .
– On utilise un modèle pour la reconstruction .
Pour ces raisons nous avons employé une méthode de type in -
directe . Le principe utilisé est inspiré des travaux de [SLUM
82] repris par Yang [YANG 89] et par [TALE 92] . L'intérêt de
ce principe et des algorithmes qui en découlent réside dans l a
procédure d'optimisation . La procédure d'optimisation se décom-
pose classiquement [SLUM 82] [YANG 89] [TALE 92] en
plusieurs étapes . Dans un premier temps, on effectue une recons-
truction approximative à partir des courbes de densité réelles et du
modèle par un algorithme itératif . Dans un deuxième temps, on
recherche à partir de cette pré-reconstruction une solution ayant
les mêmes courbes de densité que la surface réelle . Enfin, dan s
un dernier temps on modifie la solution pour obtenir la ressem-
blance maximum avec le modèle . Nous proposons un algorithm e
de reconstruction inspiré de la théorie des graphes qui intègr e
l'ensemble des étapes au cours de la reconstruction .
L'originalité de notre approche réside :
Dans l'application à des clichés radiographiques .
Dans l' utilisation d'un modèle vrai (contrairement à [SLUM 82]
et [YANG 89] qui utilisent pour modèle la section précédente o u
la section appartenant à une autre phase cardiaque) .
Dans la proposition d'un algorithme de reconstruction robust e
(Elimination des problèmes de convergence liés à la présence d e
circuit de coût négatif) .
Dans l'utilisation du squelette de la matrice à reconstruire pour
le calcul de la fonction de coût .
Nous allons rappeler certains concepts de la théorie des graphe s
dans un réseau orienté que nous appliquons à la reconstruction
d'une surface binaire pour des courbes de densité non bruitée s
(Cas idéal ) . Puis, dans une deuxième étape nous aborderons le
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Figure S . – Représentation du graphe .
et nous présenterons l'algorithme que nous avons développé . On
considère un objet décomposé en une succession de sections par-
allèles . On connaît pour chaque section ses projections orthogo-
nales .
4.2 . RÉSEAU ORIENTÉ : INTRODUCTIO N
À LA NOTION DE GRAPH E
Un graphe G[X, U] orienté connexe consiste en un ensembl e
[X] = P composé de sommets et en un ensemble [U] = K
composé d'arcs connectés à ces sommets (Figure 8) . Un flot dans
G est un vecteur à k composantes yo = ((po, :p l , . . . , <p k ) T E RN
dans lequel cp u représente le flux circulant sur l'arc u E U du
graphe G . On notera i un sommet de l'ensemble X et W+ (i )
l'ensemble des arcs aboutissant au sommet i et W - (i)l'ensemble
des arcs partant du sommet i .
On associe à chaque arc u = (i, j), u E U de G un nombre entie r
Cu appelé capacité de l'arc u reliant le sommet i au sommet j . Cu
indique la quantité maximale de flux pouvant passer par l'arc u .
Enfin, on définit une fonction Fu (pu) donnant le coût de passage
d'un flux de valeur (p u sur l'arc u, et une fonction F(p) donnant l e
coût de passage d'un flot <p = (po, ypi , . . . , <p k ) dans le graphe G .
4.3. DESCRIPTION MATHÉMATIQUE
DU CAS IDÉAL
Dans le cas de la reconstruction d'une matrice (m, n), on distingue
deux sommets spéciaux : la source S et le puits T, et quatre
ensembles d'arcs . Le premier ensemble d'arcs est constitué d'un
seul arc qui relie le puits à la source appelé arc de retour. Le
deuxième ensemble d'arcs relie le sommet source à l'ensembl e
des sommets i(i = 1, . . . ,m), le troisième ensemble d'arc s
relie l'ensemble des sommets i(i = m + 1, . . . ,m + n + 1 )
au puits T, et enfin le dernier ensemble d'arcs appelé ensembl e
d'arcs intermédiaires qui relie les sommets i(i = 1, . . . , m) aux
sommets i(i =m+ 1, . . . , m + n + 1) (Figure 8) .
4.3 .1 . Initialisation des capacités des arcs
Les capacités des arcs issus de S allant vers les sommets i(i =
1, . . . , m) ont pour valeur la somme des éléments des lignes de la
matrice X : a(i) (i = 1, . . . ,m) .
Les capacités des arcs issus des sommets i(i = m + 1, . . . , m +
n + 1) allant vers le sommet T ont pour valeur la somme de s
éléments des colonnes de la matrice X : b(j)(j = 1, . . . , n) .
Les capacités des arcs intermédiaires sont mises à un, ce qui tradui t
le fait que l'on reconstruit une matrice binaire . Les flux courants
circulant sur les arcs intermédiaires (valeur = 0 ou 1) correspon-
dent aux éléments de la matrice à reconstruire (Figure 9) . La ca-
pacité de l'arc de retour est initialisée à la valeur du flot maximum
pouvant circuler dans le graphe .
4 .3 .2 . Initialisation du coût de chaque arc
Le problème de la reconstruction consiste à chercher le flo t
maximum à coût minimum circulant dans le graphe G, autremen t
dit à trouver la valeur du flux sur les arcs, inférieure ou égale à leurs
capacités, qui donne un flux résultant maximum sur l'arc de retou r
(égale à sa capacité) . A l'issue de la reconstruction, la somme
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Arc de retour Co= 13 cpo= 1 3
Figure 9. - Equivalence entre matrice et graphe .
des coûts associés aux arcs intermédiaires doit être minimale .
Les coûts associés aux premier, deuxième et troisième ensembles
d'arcs sont mis à zéro, car tous les arcs sont équiprobables . Les
coûts associés aux arcs intermédiaires sont calculés à partir du
modèle . Pour cela nous nous appuyons sur un modèle que nou s
découpons en tranches parallèles pour ramener la reconstructio n
3D à une simple reconstruction 2D . Nous calculons ensuite pour
chaque section une fonction de coûts . En règle générale, la valeur
du coût associé à un arc sera d'autant plus faible que le flux
passant sur l'arc u augmentera la ressemblance entre le modèl e
et la matrice reconstruite .
4.3 .3 . Le problème du flot maximum à coût minimum
La fonction 1'((p) donnant le coût de passage d'un flot (p =
((po, (p i , . . . , (p k ) dans le graphe G, s'exprime à partir de l a
fonction 1'u ((p u ) qui donne le coût de passage d'un flux de valeur
(pu sur l'arc u, par la formule :
4.3 .4 . Recherche duflot maximal dans G
Chaque arc u E U autre que l'arc de retour est muni d'une capacité
Cu > 0. L'objectif est de maximiser la valeur du flux sur l'arc d e
retour, avec un coût identiquement nul sur tous les arcs .
Soit G° = [X, U] et le vecteur 'p = (pi , :p2i . . . , <pk) T . On di t
que le vecteur (p = (p i , (P2, . . . , (pk)T est un flot de S à T de
valeur (po (flot sur l'arc de retour) dans G .
La loi de conservation aux noeuds est vérifiée en tous les sommet s









Le problème du flot maximum revient alors à déterminer u n
flot soin = (o, :p i , . . . , (pk)T vérifiant sur chaque arc de G les
contraintes de capacités :
r (So ) - ~ , ru( pu) 0 < (pu < Cu pour tout u E U( 8 )
uE U
Le flot (p,,, maximal est défini par :
Vu E W- (S) et bu E W+ (T)sou = Cu
	
( 9 )
Dans un graphe orienté pour lequel la loi de conservation des flu x
aux sommets du graphe est vérifiée soit :










Nous avons décomposé le problème de la recherche du flo t
maximum à coût minimum en deux étapes : la recherche du flo t
maximum 'P m dans G, et la minimisation du coût total 1'(soin )
dans ce graphe .
et tel que la composante Soo sur l'arc de retour (T, S) soit
















Une condition nécessaire et suffisante pour que le flot (p soi t
maximum est qu'il n'existe plus d'arc non saturé (arc tel que
pu Cu ) partant de S et arrivant en T .
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0 0 1 1 0
	
6 4 0 0 5
0 1 1 1 0
	
4 0 0 0 3
1 1 1 1 1
	
0 0 0 0 0
0 1 0 1 0
	
4 0 2 0 4
14 12 0 1 1 3
7 2 0 1 1 1
1 2 0 2 1
12 1 10 1 1 2
Matrice modèle Matrice de Slump Matrice de Yang
Figure 10 . — Calcul de la matrice de coûts .
Ce qui veut dire que la matrice ainsi reconstruite possède des
courbes de densité identiques aux courbes recherchées . Pour
résoudre le problème de la recherche du flot maximum dans
un graphe, nous avons utilisé l'algorithme de Ford Fulkersone
[Ford 67] .
Remarque
La matrice binaire déduite du graphe à flot à maximum repré-
sente une tranche de l'objet à reconstruire qui satisfait les deu x
projections initiales . Cependant, le problème de l'ambiguïté n'es t
pas résolu, car on dispose en fait d'une solution initiale parm i
une infinité de solutions possibles. Pour nous affranchir de c e
problème, nous utilisons un modèle qui va nous permettre d e
rechercher parmi toutes les solutions celle qui ressemble le plus
à ce modèle.
4 .3 .5 . Recherche du flot maximum â coût minimu m
Détermination de la fonction de coût s
On définit la fonction de coûts associés aux arcs Fu (cp 2,) et au












où ry, représente le coût de l'arc u et cp u le flux circulant sur cet
arc .
Détermination de la matrice des coûts
Dans le cas des courbes de densité non bruitées, les coûts associé s
au premier, au second et au troisième ensemble d'arcs sont mi s
à zéro. Les coûts des arcs intermédiaires sont définis à parti r
de la matrice modèle. On associe un coût à chaque élément d e
la matrice modèle, on superpose les centres de gravités de l a
matrice à reconstruire et ceux de la matrice modèle . Les coûts de l a
matrice modèle sont alors affectés aux arcs du graphe de la matric e
à reconstruire. Pour calculer les coûts des arcs intermédiaire s
on utilise la méthode de [SLUM 82] modifiée par [YANG 89 ]
(Figure 10) .
[SLUM 82] propose de mettre à zéro les coûts des arcs intermé-
diaires correspondants aux éléments de la matrice modèle égaux
à un . Les coûts des éléments égaux à zéro seront d'autant plu s
forts qu'ils s'éloignent du contour du modèle .
[YANG 89] propose d'affecter des coûts aux éléments égaux à
un d'autant plus faibles qu'ils s'éloignent du contour du modèle .
Les coûts des éléments égaux à zéro sont d'autant plus forts qu'il s
s'éloignent du contour du modèle .
La matrice de coût proposée par [YANG 89] permet de s'affranchi r
de la taille du modèle . Le coût associé à un élément de la matric e
sera d'autant plus faible que la probabilité pour qu'il soit égal à
un sera plus grande .
Remarque :
Les surfaces que l'on veut reconstruire sont pleines et faiblemen t
concaves . Les coûts sont d'autant plus faibles que l'on se rap -
proche du centre de gravité du modèle .
La recherche du coût minimum
La recherche du coût minimum revient à minimiser (14) sous le s
contraintes (12)(13) et (10), c'est-à-dire à minimiser la fonctio n
de coût du graphe F(cp) en gardant le flot maximum dans l e
graphe . Ceci est possible en modifiant la topologie du résea u
d'arcs intermédiaires .
Un circuit orienté est une séquence de sommets et d'arcs dan s
laquelle le dernier sommet est le même que le premier . On définit
un circuit orienté de n arcs intermédiaires uk(k = 0, . . . , n
comme :
duk(k=0, . . .,n—1)etiE(m+1, . . .,m+n+1)
1 )
Siu k E W+ (i) alors cp uk =1 on a uk®1 E W (a) et spuk®1= 0(15 )
Vuk(k=0, . . .,n—1)etiE(1, . . .,m)
Siuk E W+ (i) alors puk = 0 on a uk®1 E W (i) et cp uk®1 = 1
où @ représente l'addition modulo n .
La mise à zéro des arcs parcourus dans le sens direct et la mis e
à un des arcs parcourus dans le sens inverse permettent d'obteni r
une topologie différente du réseau sans modifier le flot dans le
graphe. En effet, cette transformation sur les arcs intermédiaire s
respecte la contrainte (10) . De plus, on peut définir le coût - yc de
chaque circuit par :
7c =
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Si -y, > 0 on a un circuit de coût positif.
Si y, < 0 on a un circuit de coût négatif .
On peut donc dire que la modification de la topologie du réseau à
partir d'un circuit de coût négatif diminue le coût total du réseau
et inversement, et que la modification de la topologie du réseau à
partir d'un circuit de coût positif augmente le coût total du réseau .
Théorèm e
Le flot d'un réseau est un flot de coût minimal si et seulement s i
le réseau ne contient plus de circuit de coût négatif .
Nous avons utilisé l'algorithme de Floyd [Floy 62] pour trouve r
l'un des sommets du circuit de coût négatif, si il existe. On
applique ensuite l'algorithme de Klein [Klein 73] pour détermine r
les arcs de ce circuit et diminuer le coût du réseau en gardant le
flot maximal .
Cette méthode a été simulée sur des fantômes et nous a donné dan s
tous les cas des résultats très satisfaisants ( taux de conformité > à
95%). Malheureusement dans le cadre de notre application cette
méthode est inapplicable car nos données de départ (courbes de
densité) sont bruitées .
4 .4 . DESCRIPTION MATHÉMATIQUE
DU CAS RÉEL
Jusqu'à présent, dans notre problème de reconstruction nou s
n'avons pas tenu compte de la présence du bruit. Cette hypothèse






Dans ce cas la valeur du flot cp qui peut être transportée de la
source vers le puits ne peut plus être maximale . Néanmoins, i l
est toujours possible d'effectuer une reconstruction en présenc e
du bruit. Le principe de cette approche consiste à redéfinir le s
valeurs des capacités des arcs du deuxième et troisième ensembl e
d'arcs en fonction des courbes de densité existantes et du brui t
poissonnien . De plus, on associe un coût différent de zéro aux
deuxième et troisième ensembles d'arcs calculé aussi en fonction
des courbes de densité existantes et du bruit poissonnien . D'autre
part, le flot à transporter dans le réseau est égal à un flot moyen
estimé donné par :
(18)
4.4 .1 . Initialisation des capacités et des coûts des arcs
Du fait de la grande variété des sources de bruits, une analyse
précise des caractéristiques du bruit s'avérait trop compliquée .
Nous avons, comme dans les littératures [YANG 89][TALE 92] ,
considéré l'hypothèse suivante . Le bruit sur l'amplitude et la
largeur des courbes de densité est un bruit de type poissonnien .
Dans ce cas on peut définir des limites supérieures et inférieure s
du flot sur les arcs des deuxième et troisième ensembles .




j=1, . . ., m
— La limite supérieure des arcs du deuxième ensemble est :
	
S; =min(n,ai + ljaj )
	
j =1, . . ., m
— La limite inférieure des arcs du troisième ensemble est :
	
Wj1 = max (0, bj — bj )
	
j = 1, . . . , n
— La limite supérieure des arcs du troisième ensemble est :
	





On affecte aux capacités des arcs u = (i, j) du deuxième et d u
troisième ensemble la valeur de la limite supérieure du flot pouvant
circuler sur chaque arc allant du sommet i vers le sommet j .
—Vi=0etj(j=1, . . .,m)
Siu=(i,j)E U,onaCu =SI pour l'arc u+ = (i, j )
—di = (m+ 1, . . .,m+n+ 1) et j = m+n+ 2
Siu=(i,j)EU,onaCu =Wism pour l'arc u+ =(i,j )
Les capacités des arcs sont choisies pour que le flux circulan t
sur chaque arc ne puisse pas dépasser la valeur limite fixée pa r
l'hypothèse du bruit poissonnien .
Remarque :
Les capacités et les coûts des arcs intermédiaires restent quant à
eux identiques au cas idéal .
Nous proposons de calculer les coûts des arcs du deuxième et d u
troisième ensemble à partir des valeurs inférieures du flot pouvant





Smax =max(S1'S2, . . .S',m)
Wmax =max(Wl,W2, . . .YL~)
—Vi=0etj(j=1, . . .,m)
Siu = (i, j) E U, on a yu = 5'; % S max + E cp u pour
uEW-(j )
l'arc u+ (i, j) où % est addition modulo S max
—Vi=(m+1, . . .,m+n+1)etj=m+n+ 2




pour l'arc u + _ (i, j) où @ est addition modulo W max
Les coûts des arcs ainsi définis seront d'autant plus faibles que
leur capacité sera grande et que le flot circulant sur l'arc ser a
faible . Ces valeurs de coûts permettront, lors de la reconstruction
à coût minimal, d'orienter la reconstruction autour du centre de




40 _ (Pmoyen =
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4 .4 .2 . Recherche duflot moyen dans le cas de projections
bruitées
Nous proposons un algorithme de recherche du flot moyen dan s
le graphe, décrit sur l'organigramme de la Figure 11, pour leque l
nous allons développer le principe de la recherche d'un chemin
de S à T et l'augmentation du flot dans le graphe. Les arcs du
graphe G(X, LT) sont munis d'une borne supérieure de capacit é
Cu > 0, et 'Yu représente le coût de passage d'une unité de flot
sur l'arc u . Les Cu sont supposés de valeurs entières . Le flot nul
est de valeur 0, de coût minimum et peut être pris comme flo t
de départ . On définit G(cpn) le graphe d'écart relatif à so k le flo t
courant de valeur A à la Kième itération . On attribue aux arcs de
G(cp k ) les coûts %y et les capacités c suivantes :
– bi = 0 et j(l, . . . , m)
Si u = (i, j) E U et sou < Cu alors l'arc u+ = (i, j) a un
coût '–y u = 7u et une capacité Cu = Cu – cou
Si u = (i, j) E U et co u > 0 alors l'arc u– _ (i, j) a un coût
''y-u = oc et une capacité Cu = 0
– di(m+1, . . .,m+n+1)etj =m+n+ 2
Si u = (i, j) E U et (p u < Cu alors l'arc u+ _ (i, j) a un
coût -yu = -yu et une capacité Cu = Cu – so u
Si u = (i, j) E U et cpu > 0 alors l'arc u– = (i, j) a un coû t
-y u = oc et une capacité Cu = 0
– Vi(1, . . .,n) et j(j = n+ 1, . . .,m+n+ 1 )
Si u = (i, j) E U et so u < Cu alors l'arc u+
	
(i, j) a un
coût
'-yu = -yu et une capacité C u = Cu – cpu > 0
Si u = (i, j) E U et co u > 0 alors l'arc u– = (i, j) a un coût
ryu = -7u et une capacité C u = cou
On recherche P_(cp k ) un chemin de coût minimal entre S et T
dans le graphe G(co k ) . Nous avons utilisé pour cela l'algorithme
de Ford Bellman [GOND 85] . On peut alors augmenter le flot
dans le graphe . Trois situations peuvent se présenter.
1)P(cp k ) est un chemin de S à T, on a alors co k+ '_ = yok +
	
o ù
p est le vecteur associé à P(cp k )
soit (p)u =l si u+ EP(cpk )
et (p) u = –1 si u– E P(cp k )
Alors (pk+l est un flot de valeur 4 + 1
2) Le chemin de S à.T est composé d'un circuit de coût négatif .
Soit P'((o k ) ce chemin, P ' ((p k ) est composé d'un ensemble
d'arcs intermédiaires . On pose cp k+i = ~k + p où p' est le
vecteur associé à P'(p k ) .
Alors (p ' ) u = 1 si u+ E P'(cpk )
-4
3) L'algorithme s'arrête soit lorsque le flot moyen est atteint soi t
lorsqu'il n'existe plus de chemin allant de S à T .
Nous proposons sur la Figure 11 l'organigramme de l'algorithme
de reconstruction
Départ du flot nul
	1
Recherche d'un chemin de S à T
de coût minimum
Augmentation du flot dans l e
graph e
Recherche des chemins de
coût négati f
FIN
Figure 11 . — Algorithme de reconstruction .
4.5. EXPÉRIMENTATIO N
L' expérimentation a été réalisée en deux temps . Dans un premier
temps, nous avons testé l'algorithme sur des courbes de densité
non bruitées définies à partir de sections de forme variable . Dan s
un deuxième temps, l'algorithme a été testé sur des courbes d e
densité bruitées . Les critères de comparaisons sont ceux de Chang
et Shelton [CHAN 71] . Ils s'expriment par l'erreur moyenn e
relative et le taux de conformité . L'erreur moyenne relative es t
définie par :





où Mo(i, j) est la matrice de la section de départ, et Mx(i, j )
la matrice reconstruite . La conformité est considérée comme l e
pourcentage du nombre d'éléments communs entre la matrice
reconstruite Mx et son original Mo, d'où :
Conf = 100% – r/2
	
(20 )
Nous proposons de décomposer l'expérimentation en différente s
étapes qui permettront de valider l'algorithme du paragraphe 4 . 4
Flot de S à T < Flot moyen
et ( p' )u = 0 si u– E P'(cp k )
cok+1 est un flot de valeur cpo +
mindeSàT .
(19 )
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et d'évaluer de quoi dépendent ces performances . Les étapes qu e
nous proposons sont les suivantes :
— Reconstruction dans le cas idéal (étape de validation) .
—Evaluation de l'influence de la forme du modèle sur la recons-
truction .
— Reconstruction à partir de courbes de densité non bruitées .
—Reconstruction à partir de courbes de densité bruitées .
4.5 .1 . Reconstruction dans le cas idéa l
Cette reconstruction permet de montrer que, partant d'une surfac e
connue en utilisant comme données les courbes de densité de cett e
surface connue, la méthode de reconstruction que nous venon s
de décrire donne en résultat la surface initiale avec un taux d e
conformité supérieur à 99% .
4.5 .2 . Evaluation de l' influence de la forme du modèle sur
la reconstructio n
Le taux de conformité de la reconstruction dépend de la forme et
de la surface du modèle . Pour ne pas avoir à tenir compte d'un trop
grand nombre de paramètres pour la surface et la forme du modèle ,
nous avons choisi d'utiliser un modèle du type « squelette » de l a
forme à reconstruire . Quatre formes de squelette différentes on t
été utilisées pour une même surface à reconstruire (Figure 12) .
(1)Un modèle de la forme du squelette de la surface à reconstruire
qui donne un taux de conformité de 99% pour la surface à
reconstruire .
(2)Un modèle approximatif de la forme du squelette de la surface
à reconstruire, qui donne un taux de conformité de 93% .
(3) Un modèle de forme différente du squelette de la surface à
reconstruire, qui donne un taux de conformité de 82% .
(4) Le même modèle qu'en (2) décalé par rapport à la surface à
reconstruire, qui donne un taux de conformité de 84% .
Cependant, l'utilisation de modèles épais permet d'augmenter l a
précision de la reconstruction lorsque la forme du modèle es t
proche de la forme de la surface à reconstruire . C'est le cas ,
par exemple, pour la reconstruction d'artères en angiographi e
numérisée où la forme de la coupe précédemment reconstruit e
est utilisée comme modèle de la forme à reconstruire .
4.5 .3 . Reconstruction à partir de courbes de densité non
bruitées
Nous avons testé (Figure 13) l'algorithme de reconstruction
pour des surfaces de formes concaves et convexes . Les taux de
conformités obtenus sont compris entre 96% et 100% .
4.5 .4 . Reconstruction à partir de courbes de densité
bruitées
L'apport d'un bruit poissonnien sur les courbes de densité diminue
le taux de conformité de 5%. Cependant, on retrouve bien la form e
de la surface à reconstruire (Figure 13) .
Remarque
Dans les résultats présentés Figure 12 et Figure 13, aucun pré
-
traitement et post-traitement n'a été effectué sur les courbe s
de densité et sur la surface reconstruite . Nous avons évalué
la reconstruction à partir de la surface reconstruite brute pou r
mieux appréhender et quantifier les paramètres qui vont guider la
reconstruction . D'autre part, nous avons utilisé des formes type s
de faible surface pour obtenir des variations significatives du tau x
de conformité et de l'erreur moyenne . En effet, les erreurs de
reconstruction se retrouvent le plus souvent sur les bords de la
surface reconstruite . Ces erreurs paraîtront d'autant plus faible s
que la surface sera plus importante .
4.6. DISCUSSION
Dans le cas idéal le problème de l'ambiguïté sur la surface à
reconstruire est pratiquement résolu . On peut donc dire que le
taux de conformité obtenu dépend uniquement du modèle. Dan s
la reconstruction par flot maximum à coût minimum, le modèle
n'est pas une contrainte mais un apport d'informations pou r
diminuer l'ambiguïté . Nous avons décidé d'utiliser un modèle
de type squelette de la surface à reconstruire . Les tests sur la
forme du modèle nous ont permis de montrer que la reconstructio n
sera d'autant plus fidèle que le squelette aura une forme proch e
de la forme réelle du squelette de la surface â reconstruire et
qu'il sera bien recadré par rapport à la surface à reconstruire . On
obtient alors des taux de conformité supérieurs à 96% (Figure 13)
qui correspondent à des surfaces très proches de la surfac e
à reconstruire . Ces taux de conformités se dégradent peu e n
présence du bruit (de l'ordre de 5% de dégradation) et la surface
reconstruite conserve bien la forme de la surface à reconstruire .
Nous présentons Figure 14 une dent modèle, les contours de l a
projection de la dent à reconstruire, et les contours de la projectio n
de la dent modèle . Nous présentons Figure 15 la reconstructio n
par déformation de la dent modèle .
4 .7 . CONCLUSION
La reconstruction par l'algorithme du flot maximum à coû t
minimum est une technique intéressante pour plusieurs raisons .
Elle permet d'utiliser un modèle de forme quelconque .
Elle permet de tenir compte du bruit dans la reconstruction .
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conf = 84 %
X
conf : conformité entre la matrice reconstruite et la matrice initiale
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modèle 1 modèle 2 modèle 3 modèle 4
(1) Surface à reconstruire 216 points 216 points 216 points 216 points
(2) Surface modèle



































conf = 95 % Resultatsexpérimentaux de lareconstructionàpartirde courbes dedensiténonbruitéesconf. = 97 %
~
conf = 96 %
r
conf = 100 %
coni = 99 %
conf : conformité entre la matrice reconstruite et la matrice initiale pour
des courbes de densité bruitées ou non bruitées .
~
conf = 95 %
coni = 95 %
Surface 1 Surface 2 Surface 3 Surface 4
(1) Surface 6 reconstruire 97 points 82 points 189 points 84 points




















Resultatsexpérimentauxdelareconstructionàvat-tir decourbesde densité bruitée s
Surface 1 Surface 2 Surface 3 Surface 4
(1) Surface à reconstruire 97 points 82 points 189 points 84 points
(2) Surface modèl e




















Figure 13 . — Reconstruction de différents types de surfaces à partir de courbes de densité bruitées et non bruitées .
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Figure 14.
Les algorithmes proposés dans la littérature pour la recherche du
flot maximal à coût minimal [SLUM 82][YANG 89] [TALE 92]
posent plusieurs problèmes .
Leur mise en oeuvre dans le cas de projections bruitées nécessit e
au préalable une reconstruction dite «approximative» et u n
enchaînement complexe des différentes étapes décrites dans l a
reconstruction pour le cas idéal .
Ils ne convergent pas toujours et bouclent à l'infini quand il exist e
des circuits de coûts négatifs .
Nous proposons un algorithme fiable qui part du flot nul et aug-
mente le flot à chaque itération jusqu'au flot maximal . Pour chaque
itération la solution obtenue, de flot courant, est de coût minimum .
Les résultats obtenus, compte-tenu du type de modèle utilisé, son t
relativement bons (conf > 95%) et l'algorithme simple est rapide
(Figure 11) . De plus le type du modèle (« squelette » de la forme
à reconstruire) laisse une grande souplesse dans le choix de s a
forme .
Cependant, cette technique nécessite un bon recadrage entre l e
modèle et les courbes de densité. Pour diminuer l'ambiguïté
sur la surface à reconstruire et le positionnement du modèle, i l
est indispensable de posséder au moins les courbes de densité
de la surface à reconstruire. C'est pourquoi nous pensons qu e
cette méthode sera beaucoup plus adaptée à la reconstructio n
d'objets pour lesquels on dispose de courbes de densité comm e
en angiographie numérisée .
Dans le cas de notre application, cette technique de déformatio n
d'un modèle est un peu lourde, compte-tenu des information s
dont nous disposons . En effet, une simple modification du facteur
d'échelle en x et en y permet de déformer plus simplement le
modèle pour qu'il ait les mêmes contours que la dent réelle sur la
vue de face et la vue de côté après projection .
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